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考虑订单取件时间和柔性时间窗的取送货车辆路径问题
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摘　要：研究了同城配送中考虑订单取货时间和柔性时间窗的取送货车辆路径问题，考虑同城配送中订单起终点，
订单取货时间和订单配送的柔性时间窗，车容量限制等因素。首先构建以配送成本与超时惩罚成本之和最小化为

目标的混合整数线性模型。其次，设计了含多种有效不等式及其对应分离算法的改进分支切割算法对该模型进行

精确求解。最后通过实验测试分析了不等式的性能，验证了算法的有效性，实验表明适当的减少车辆数和增大装

载能力能够有效的减少成本。
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０　引言

近年来，同城配送市场不仅涌现一批新兴跑腿

公司，而且传统快递企业、外卖企业纷纷扩展同城

跑腿业务，从而同城跑腿配送已成为企业竞相争夺

的蓝海市场。顺丰２０１９年同城业务营收 １９．５２亿
元，同比增长９６．１２％；２０２０年母亲节期间，ＵＵ跑
腿当日订单量增幅５０％以上。由于我国同城配送
市场仍处于行业发展初期，各平台跑腿业务虽增速

明显但配送模式尚未成熟。目前平台通常采用用

户在平台下单，配送系统根据订单信息，将订单分

配至骑手，待取件后平台自动生成预计到达时间再

由骑手完成配送的模式。但因用户在下单时无法

设置预期送达时间，导致订单完成时间多取决于骑

手，存在很大不确定性，故此配送模式不适用于客

户希望在指定时间内送达，骑手尽可能多地接收订

单的实际场景。因此，基于此场景，如何科学的制

定配送方案，进而提高配送效率、节约运力资源是

需深入研究的重要课题。

本文所考虑的取送货配送模式：首先，用户在

平台下单，每个订单信息包括任务起点和终点的具



体位置、物品属性、取件时间限制及送达时间窗要

求；然后，配送中心对一定时间内的客户订单，根据

订单的取件时间要求及起终点位置为骑手派单并

规划路线。在此配送模式下，为保障骑手权益，系

统根据起终点位置之间的距离设定合理送达时间

窗限制；为提升客户满意度，若骑手在送达时间窗

外延迟或提前将物品送达，平台将根据偏离时间窗

的程度采取一定惩罚，即用户预期送达时间窗为柔

性时间窗约束且具有一定的惩罚成本，平台总惩罚

成本越低说明配送准时率及客户满意度越高。基

于此，本文以配送成本和惩罚成本之和最小为目

标，研究具有订单取件时间和柔性时间窗约束的取

送货车辆路径问题（ＰＤＶＲＰＯＲＤＦＴＷ）。
具有不同约束条件的取送货问题一直是研究

热点，常见的约束条件包括：客户需求特点、车容

量、车辆限制等。同时取送货车辆路径问题（ＶＲＰ
ＳＰＤ）（马艳芳等［１］

）；需求可拆分的取送货问题

（ＶＲＰＳＰＤ）（李寒梅［２］
）；带时间窗的取送货车问题

（ＶＲＰＴＷ）（祁文祥等［３］
，边展等

［４］
）。本文考虑实

际客户需求，研究具有订单取货时间和柔性时间窗

约束的取送货车辆路径问题（ＰＤＶＲＰＲＤＦＴＷ），目
前尚未有学者对具有两个客户时间约束的车辆路

径问题进行探讨，相关研究多集中在带硬时间窗的

取送货问题（ＰＤＰＴＷ）以及带软时间窗的取送货问
题（ＰＤＰＳＴＷ）。很多学者针对 ＰＤＰＴＷ提出精确算
法和启发式算法进行求解。其中精确算法包括：分

支定价算法（Ｓｕｎ等［５］
；Ｇｈｉｌａｓ等［６］

）。分支切割

算法（Ｒｏｐｋｅ等［７］
，Ｆｕｒｔａｄｏ等［８］

）。分支切割定价
算法（Ｒｏｐｋｅ等［９］

），动态规划（Ｍａｈｍｏｕｄｉ等［１０］
），

基于集合分割的精确算法（Ｂａｌｄａｃｃｉ等［１１］
）。相关

启发式算法包括：禁忌搜索算法（Ｎａｎｒｙ等［１２］
；

Ｇｏｅｋｅ［１３］），自 适 应 大 邻 域 搜 索 算 法 （Ｒｏｐｋｅ
等

［１４］
），模拟退火算法（Ｌｉ等［１５］

）。祁文祥等
［３］
对

ＰＤＰＳＴＷ提出节约算法进行求解。分析发现，极少
有学者对 ＰＤＰＳＴＷ问题展开研究；对 ＰＤＰＴＷ问题
的研究，集中在算法性能的优化及求解规模的提

升。此外，已有文献在构造数学模型时多考虑车

容、取货或送货的时间窗、访问优先级等约束，显然

无法适用于客户对取货和送货时间均有要求的同

城配送场景。基于此，本文在构建模型时将客户的

取货和送货时间均考虑在内，并设计改进分支切割

算法。相较于现有研究，更符合同城配送平台跑腿

业务的实际需求，并且采用精确算法得到的最优解

可以用来评价启发式算法的有效性，具有一定的指

导作用。

本文的主要贡献包含：（１）构建了混合整数模
型，并将非线性约束进行线性化转换；（２）根据问

题的特性，考虑四种有效不等式，设计改进分支切

割算法对模型进行求解；（３）根据实际数据构造算
例，验证算法的有效性。

１　数学模型

１．１　问题描述及假设
本文所研究的问题描述如下：针对多个订单，

配送企业进行订单分配和规划配送路线。已知信

息包括：每个订单相应的起点和终点地址信息、订

单需求量、每个订单对应的起点有相应的订单取件

时间；每个订单对应的终点有相应的服务时间窗。

客户对车辆的提早或延迟到达有一定的容忍度，因

此考虑柔性的服务时间窗。目标是配送成本和惩

罚成本之和最小。为了方便建模，考虑以下假设：

（１）配送车辆数固定、车辆同质且匀速行驶、电量
充足；（２）每个订单对应的需求量不超过车辆的装
载能力；（３）每个订单由同一车辆进行配送；（４）车
辆允许提前到达订单终点，但需在相应的时间限制

内服务客户。（５）车辆服务客户的时间超出系统
预计的时间窗，但未超出最晚到达时间时，有相应

的惩罚。

１．２　符号说明
Ｒ：客户订单集合 Ｒ＝｛１，…，ｎ｝；Ｐ＝｛１，…，

ｎ｝：订单起点集合，第 ｉ个订单对应第个起点；Ｄ＝
｛ｎ＋１，…，２ｎ｝：订单终点集合，第 ｉ个订单对应第
ｎ＋ｉ个终点；Ｎ＝Ｐ∪Ｄ∪｛０，２ｎ＋１｝：节点集合，０
和２ｎ＋１均表示配送站；Ａ：弧的集合，Ａ＝｛（ｉ，ｊ）｜
ｉ∈Ｎ，ｊ∈Ｎ｝；Ｖ：车辆集 Ｖ＝＝｛１，…，Ｋ｝；ｃ：单位距
离运输成本；Ｃ：单位时间延迟成本；Ｔ：车辆的最长
工作时间；ｄｉｊ：从节点 ｉ到节点 ｊ的行驶距离；ｔｉｊ：车
辆服务节点 ｉ的时间与从节点 ｉ到节点 ｊ的行驶时
间之和；Ｑ：车辆的最大运载量；ＥＴｉ：订单起点 ｉ的
最早可取件时间；（ｑｉ＋ｑｎ＋ｉ）：ｑｉ和 ｑｎ＋ｉ分别表示订
单起点 ｉ和终点 ｎ＋ｉ的配送量，ｑｉ＝－ｑｎ＋ｉ０；
［ＥＴｎ＋ｉ，ＬＴｎ＋ｉ］：订单终点 ｎ＋ｉ的预期送达时间窗；
ＥＬＴｎ＋ｉ：订单终点 ｎ＋ｉ的最迟送达时间；ｘｉｊ：若车辆
从节点 ｉ行驶至节点 ｊ，则为１；否则为０；Ａｉ：车辆到
达节点 ｉ的时间；Ｂｉ：车辆开始服务节点 ｉ的时间；
Ｑｉ：车辆访问节点 ｉ后的车载量；ｖｉ：表示节 ｉ点的
路径标志符号。

１．３　数学模型
１．３．１　模型建立
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ｖｉ－ｖｊｎ（１－ｘｉｊ），ｉ，ｊ∈Ｐ∪Ｄ （２３）
ｘｉｊ∈｛０，１｝，ｉ，ｊ∈Ｎ （２４）
ｖｊ∈｛１，…，ｎ｝，ｊ∈Ｐ∪Ｄ （２５）
Ａｉ０，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （２６）
Ｂｉ０，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （２７）
０ＱｊＱ，ｊ∈Ｎ （２８）
其中（１）为目标函数，使配送成本和惩罚成本

之和最小。（２）表示有 ＩＮ辆车从配送中心出发，
执行配送任务，车辆访问的第一个节点是订单对应

的起点。（３）～（４）表示每个节点被访问一次，并
保证流平衡。（５）保证所有车辆配送访问的最后
一个节点是配送站。（６）～（７）表示车辆访问节点
后，车辆装载量的限制。（８）保证车辆装载量的一
致性。（９）表示车辆到达节点后才开始服务。
（１０）保证车辆连续先后访问节点 ｉ和节点时，Ｂｊ
Ｂｉ＋ｔｉｊ。（１１）表示一个订单只能由一辆车配送，并
且车辆需先到订单对应的起点取货，再配送至订单

对应的终点。（１２）～（１３）保证当车辆先后连续访
问两个节点ｉ和ｊ后，Ａｊ＝Ｂｉ＋ｔｉｊ。（１４）表示当车辆
到达订单对应起点的时间小于等于它对应订单取

件时间，则需在订单取件时间取货。（１５）表示当
车辆提前到达订单对应终点，需要等待，直到订单

对应终点预期的最早服务时间点，才进行服务。

（１６）表示车辆需在订单对应终点可承受的最晚送
达时间点前服务。（１７）表示当配送服务顾客的时
间点超过预期时间窗，但不超过最迟服务时间点

时，有一定的惩罚。（１８）～（２３）表明同一车辆访
问的所有节点的路径标志符号相同，且路径标志符

号等于该车辆访问的第一个节点序号。（１８）规定
了所有节点的路径标志号的取值范围。（１９）～
（２０）保证当车辆离开配送站后访问的第一个节点
为时，节点 ｉ的路径标识符号为 ｉ。（２１）保证单个
订单的取货点和送货点由同一车辆进行访问。

（２２）～（２３）表示如果车辆连续访问节点 ｉ和 ｊ时，
则节点 ｉ和 ｊ的路径标识符是相同的。（２４）～
（２８）是定义的变量取值限制。
１．３．２　模型的线性化

由于约束（１４）、（１５）、（１７）是非线性化形式，
因此上述模型是非线性的。为降低模型求解的复

杂度，将（１４）（１５）（１７）转化为线性形式。
为使（１４）－（１５）线性化，定义 ０－１变量，ｕ０ｉ，

ｉ∈Ｐ并用以下约束（２９）～（３４）代替：
　　　ＢｉＡｉ，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （２９）

ＢｉＡｉ＋Ｔ（１－ｕ０ｉ），ｉ∈Ｐ∪Ｄ （３０）
ＢｉＥＴｉ，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （３１）
ＢｉＥＴｉ＋Ｔｕ０ｉ，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （３２）
ＡｉＥＴｉ－Ｔ（１－ｕ０ｉ），ｉ∈Ｐ∪Ｄ （３３）
ＡｉＥＴｉ＋Ｔｕ０ｉ，ｉ∈Ｐ∪Ｄ （３４）

为线性化（１７），定义变量 ｗｎ＋ｉ，０，ｗｎ＋ｉ，１，ｗｎ＋ｉ，２，
ｚｎ＋ｉ，０，ｚｎ＋ｉ，１并用（３５）～（４３）代替：
　　　ｗｎ＋ｉ，０，ｗｎ＋ｉ，１，ｗｎ＋ｉ，２０，ｎ＋ｉ∈Ｄ （３５）

ｚｎ＋ｉ，０，ｚｎ＋ｉ，１∈｛０，１｝，ｎ＋ｉ∈Ｄ （３６）
ｗｎ＋ｉ，０＋ｗｎ＋ｉ，１＋ｗｎ＋ｉ，２＝１，ｎ＋ｉ∈Ｄ （３７）
ｚｎ＋ｉ，０＋ｚｎ＋ｉ，１＝１，ｎ＋ｉ∈Ｄ （３８）
ｗｎ＋ｉ，０ｚｎ＋ｉ，０，ｎ＋ｉ∈Ｄ （３９）
ｗｎ＋ｉ，１ｚｎ＋ｉ，０＋ｚｎ＋ｉ，１，ｎ＋ｉ∈Ｄ （４０）
ｗｎ＋ｉ，２ｚｎ＋ｉ，１，ｎ＋ｉ∈Ｄ （４１）
Ｂｎ＋ｉ＝ＥＴｎ＋ｉｗｎ＋ｉ，０ ＋ＬＴｎ＋ｉｗｎ＋ｉ，１ ＋ＥＬＴｎ＋ｉ
ｗｎ＋ｉ，２，ｎ＋ｉ∈Ｄ （４２）
Ｐ（Ｂｎ＋ｉ）＝Ｃ（ＥＬＴｎ＋ｉ－ＬＴｎ＋ｉ）ｗｎ＋ｉ，２ （４３）

从而为使目标（１）线性化，考虑

　 ｍａｘ∑
ｉ∈Ｎ
∑
ｊ∈Ｎ
ｃｄｉｊｘｉｊ＋∑

ｎ＋ｉ∈Ｄ
Ｃ（ＥＬＴｎ＋ｉ－ＬＴｎ＋ｉ）ｗｎ＋２，０ （４４）

因此，混合整数线性模型为（４４），（２）～（１３），
（１６），（１８）～（４３）。在下述部分中是考虑该线性
模型。
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２　有效不等式

为使模型在规定时间内获得最优解或紧的下

界，本节根据问题特性，提出一些有效不等式来提

高模型的性能。为此，先定义以下符号：Ｓ（Ｐ∪
Ｄ）为节点子集，Ｓ＝Ｎ＼Ｓ是 Ｓ的余集；ρ（Ｓ）＝｛ｉ∈
Ｐ∩Ｓ｜ｎ＋ｉＳ｜｝和 γ（Ｓ）＝｛ｎ＋ｊ∈Ｓ∩Ｄ｜ｊＳ｜｝是
Ｓ的子集；π（Ｓ）＝｛ｉ∈Ｐ｜ｎ＋ｉ∈Ｓ｝是 Ｓ的前任
集合；σ（Ｓ）＝｛ｎ＋ｉ∈Ｄ｜ｉ∈Ｓ｝是 Ｓ的后任集合。
２．１　车容量不等式

对于 ＡＳＰ∪Ｄ，ｋ（Ｓ）表示服务集合 Ｓ所需车
辆数的下界。在任意可行解中，服务 Ｓ中所有节点
的车辆数大于等于 ｋ（Ｓ），其中，ｋ（Ｓ）可取值为 ｍａｘ
｛１，「ｑ（π（Ｓ）＼Ｓ）／Ｑ?，「－ｑ（σ（Ｓ）＼Ｓ）／Ｑ?｝［９］，则
可表示为：

∑
ｉ∈Ｎ＼Ｓ，ｊ∈Ｓ

ｘｉｊ ｋ（Ｓ） （４５）

因车辆的装载量不超过 Ｑ，可考虑集合 Ｓ＝
（Ｓ∩Ｐ）∪（Ｓ∩Ｄ），对ｉ∈Ｓ∩Ｐ，令 Ｕｉ＝｛ｊ∈Ｐ∩Ｓ
｜ｑｉ＋ｑｊ＞Ｑ｝，则｛（ｉ，ｊ）｜ｊ∈Ｕｉ｝不包含在任意可行
解中；对ｎ＋ｊ∈Ｓ∩Ｄ，令 Ｗｎ＋ｊ＝｛ｉ∈Ｐ∩Ｓ｜ｑｉ－
ｑｎ＋ｊ＞Ｑ，ｉ≠ｊ｝，Ｒｎ＋ｊ＝｛ｎ＋ｈ∈Ｄ∩Ｓ｜ｑｎ＋ｉ＋ｑｎ＋ｊ＜
－Ｑ｝，则｛（ｉ，ｎ＋ｊ）｜ｉ∈Ｗｎ＋ｊ∪Ｒｎ＋ｊ｝不包含在任意
可行解中。因此，式（４５）可提升为以下不等式：

∑
ｉ∈Ｓ，ｊ∈Ｓ

ｘｉｊ－∑
ｉ∈Ｓ∩Ｐ
∑
ｊ∈Ｕｉ

ｘｊｉ－∑
ｉ∈Ｓ∩Ｄ

（∑
ｊ∈Ｗｉ

ｘｊｉ＋∑
ｊ∈Ｒｉ

ｘｊｉ） ｋ（Ｓ）（４６）

２．２　优先顺序不等式
考虑集合 ＳＮ（０∈Ｓ，２ｎ＋１Ｓ），至少存在

节点 ｊ∈Ｐ满足：ｊ∈Ｓ；ｎ＋ｊ∈Ｓ。则任意一个可行解
满足以下不等式：

∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜－２ （４７）

这是因为本文研究的问题存在以下事实：车辆

从配送站 ｏ出发，完成配送任务后，返回配送站
２ｎ＋１；单个订单对应的起点和终点由同一车辆访
问；车辆满足优先约束，即车辆访问 ｎ＋ｊ之前，需先

访问订单对应的起点 ｊ。假如∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ＝｜Ｓ｜－１，

由于每个节点当且仅当被访问一次，则 Ｓ中所有节
点形成子循环路线。这与上述事实矛盾，因此（４７）
成立。

同理，考虑集合 ＴＮ（０Ｔ，２ｎ＋１∈Ｔ），至少
存在一个取货点 ｉ∈Ｔ满足：ｉ∈Ｔ，ｎ＋ｉＴ。则下
列不等式是有效的：

∑
ｉ∈Ｔ
∑
ｊ∈Ｔ
ｘｉｊ｜Ｔ｜－２ （４８）

２．３　加强子回路移除不等式
考虑集合 ＳＰ∪Ｄ，则任意一个可行解满足

以下不等式：

∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜－１ （４９）

这是因为若∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜，则Ｓ的节点构成

子回路，这将违反车辆从配送中心 ０处出发，开始

配送的事实。因此，∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜－１。故式

（４９）成立。
基于 Ｓ，考虑ｐ∈ρ（Ｓ），ｎ＋ｑ∈γ（Ｓ），则式

（４９）可提升为下述有效不等式：

　　　 ｘｎ＋ｐ，ｑ＋ｘｑ，ｎ＋ｐ＋∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜－１ （５０）

这是因为假设 ｘｎ＋ｐ，ｑ＋ｘｑ，ｎ＋ｐ＋∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜由

于任意可行解均满足 ｘｎ＋ｐ，ｑ＋ｘｑ，ｎ＋ｐ １，∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ

｜Ｓ｜－１，则有ｘｎ＋ｐ，ｑ＋ｘｑ，ｎ＋ｐ＝１，∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ｜Ｓ｜－１。

根据∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ＝｜Ｓ｜－１可知，存在节点 ｐ到节点

ｎ＋ｑ的路径或者从节点 ｎ＋ｑ到节点 ｐ的路径，这导
致 ｘｎ＋ｐ，ｑ＝０，ｘｑ，ｎ＋ｐ，因而产生矛盾。故式（５０）成立。
２．４　路径不可行不等式

命题１　Ｗ＝（ｎ＋ｉ，ｊ，ｎ＋ｋ）表示包含三个节
点的路径，其中 ｎ＋ｉ，ｎ＋ｋ∈Ｄ，ｊ∈Ｐ。令 Ｗ１＝（ｉ，
ｋ，ｎ＋ｉ，ｊ，ｎ＋ｋ，ｎ＋ｊ），Ｗ２＝（ｋ，ｉ，ｎ＋ｉ，ｊ，ｎ＋ｋ，ｎ＋
ｊ）。若 Ｗ１和 Ｗ２均不可行，则路径 Ｗ不包含在任
意可行解中。

证明　假设 Ｗ存在一个可行解中，因车辆配
送满足优先约束，则节点 ｉ和节点 ｋ在 Ｗ之前被访
问，节点 ｎ＋ｊ在 Ｗ之后被访问。然而，与假设条件
矛盾，因此 Ｗ不包含在任意可行解中。

命题２　对于节点 ｉ∈Ｐ，有ｑｉ＋ｑｊ＞Ｑ，ｊ∈Ｐ＼
｛ｉ｝。令 Ｒ＝｛０，ｊ，ｎ＋ｊ，ｉ｝，其中 ｉ，ｊ∈Ｐ，ｎ＋ｊ∈Ｄ。
如果对任意 ｊ∈Ｐ，Ｒ不可行，则节点 ｉ是车辆离开
节点０后访问的第一个节点。

证明　假设节点 ｉ不是车辆离开节点 ０后访
问的第一个节点，且对于任意节点 ｊ∈Ｐ＼｛ｉ｝，有
ｑｉ＋ｑｊ＞Ｑ，从而节点 ｈ∈Ｐ＼｛ｉ｝和 ｎ＋ｈ∈Ｄ满足
０→ｈ→ｎ＋ｈ→ｉ。然而，与假设条件矛盾，因此节点 ｉ
是车辆离开节点０后访问的第一个节点。

综上，则下述不等式有效：

　　　ｘｎ＋ｉ，ｊ＋ｘｊ，ｎ＋ｋ１，Ｗ１，Ｗ２不可行 （５１）
　　　　　　　ｘ０ｉ＝１，Ｒ不可行 （５２）

３　改进分支切割算法

３．１　预处理
若任意可行路径不包含弧（ｉ，ｊ）∈Ａ，则称（ｉ，ｊ）
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是冗余的。因此，为避免出现冗余的情况，通过在

数学模型中加入以下约束，加快求解速度。

（１）对于满足条件 ＥＴｎ＋ｉ＞ＥＬＴｎ＋ｉ的送货点，有
ｎ＋ｉ，ｎ＋ｊ∈Ｄ，有 ｘｎ＋ｉ，ｎ＋ｊ＝０。

（２）如果 Ｐ＝（ｊ，ｉ，ｎ＋ｊ，ｎ＋ｉ）为不可行路线，
则弧（ｉ，ｎ＋ｊ）是冗余的，从而 ｘｉ，ｎ＋ｊ＝０；同理，如果
Ｐ＝（ｉ，ｎ＋ｉ，ｊ，ｎ＋ｊ）为不可行路线，则弧（ｎ＋ｉ，ｊ）
是冗余的，从而 ｘｎ＋ｉ，ｊ＝０。

（３）２．４部分的路径不可行不等式（５１），
（５２）。
３．２　分离算法

令 ｚ为搜索树中节点对应线性规划松弛的非
整数目标值，则存在相应的加权有向图 Ｇ ＝（Ｎ，
Ａ），其中 ＝｛（ｉ，ｊ）｜ｘｉｊ ＞０｝，Ｇ

 中每一条弧

（ｉ，ｊ）的权值为 ｘｉｊ。基于 Ｇ
搜索违反第 ２部分三

种不等式的方法如下。

３．２．１　分离车容量不等式

令 ＳＰ∪Ｄ，ｆ（Ｓ）＝∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ －ｋ（Ｓ），Ｆ是

ｆ（Ｓ）的集合。根据Ｇ，先采用构造启发算法，寻找
违反的容量不等式。构造启发式法：首先从集合

Ｐ∪Ｄ中随机选取一个节点放入 Ｓ中，然后对下述
操作重复迭代３０次。对于集合（Ｐ∪Ｄ）＼Ｓ中任意
点 ｉ，令 Ｓ′＝Ｓ∪｛ｉ｝，计算对应 ｆ（Ｓ′），并将 ｆ（Ｓ）添
加至 Ｆ中。对于 Ｓ中任意节点 ｊ，令 Ｓ″＝Ｓ＼｛ｊ｝，计
算对应的 ｆ（Ｓ″），并将加入到 Ｆ中。最后更新 Ｓ为
Ｆ中最小值对应的节点集合，如 ｆ（Ｓ） －０．１，则
确定一个违反的容量不等式，令 Ｓ＝Ｓ。
３．２．２　分离优先不等式

根据有向图 Ｇ，对于每个节点 ｎ＋ｉ∈Ｄ，遍历
从点０到点 ｎ＋ｉ的所有路径。对于每条路径，令 Ｓ

为该路径对应的节点集合，并且 ｆ（Ｓ）＝∑
ｉ∈Ｓ
∑
ｊ∈Ｓ
ｘｉｊ －

（｜Ｓ｜－２）。如果对应的 ｆ（Ｓ）＞＝０．１，则确定一
个违反的优先不等式。同理，对于每个节点 ｉ∈Ｐ，
遍历从节点 ｉ到节点 ２ｎ＋１的所有路径。对于每
条路径，令 Ｔ为该路径对应的节点集合，并且 ｆ（Ｔ）

＝∑
ｉ∈Ｔ
∑
ｊ∈Ｔ
ｘｉｊ －（｜Ｔ｜－２）。如果对应的ｆ（Ｔ）０．１，

则确定一个违反的优先不等式。

３．２．３　分离子回路移除不等式

根据图 Ｇ，考虑禁忌搜索算法寻找违反的子
回路移除不等式。对于节点集合 Ｓ，ｆ（Ｓ）＝

∑
ｉ∈Ｔ
∑
ｊ∈Ｔ
ｘｉｊ＋∑

ｉ∈π（γ（Ｓ））
∑

ｊ∈σ（ρ（Ｓ））
ｘｉｊ －（｜Ｓ｜－１），从集合

Ｐ∪Ｄ中随机选取一个送货点添加到 Ｓ中。令 Ｔａｂｕ
表示禁忌表，设置禁忌对象为取货点，禁忌长度为

５，最大迭代次数为 ３０，在每次迭代中可从以下两

种操作中选择任意一种。（１）从 Ｓ＼｛０，２ｎ＋１｝中

选取节点 ｉ∈Ｐ∪Ｄ，使 ｆ（Ｓ∪｛ｉ｝）值最大。如果节

点 ｉ不在 Ｔａｂｕ中，则将其添加到 Ｓ中，并判断是否

ｆ（Ｓ）＞＝０．１，若是，则确定一个违反的子回路移除

不等式。从 Ｓ中删除节点 ｉ，并将其放入 Ｔａｂｕ中以

此更新禁忌表。（２）从Ｓ中选取节点ｊ，使ｆ（Ｓ＼｛ｊ｝）

值最大。若节点 ｊ不在 Ｔａｂｕ中，判断是否 ｆ（Ｓ＼｛ｊ｝

１），若是，则确定一个违反的子回路移除不等

式。从 Ｓ中删除节点 ｊ，并将其放入 Ｔａｂｕ中以此更

新禁忌表。

３．３　改进分支切割算法求解步骤
步骤１　初始化：令 Φ表示活跃节点的集合，

当前活跃节点 ｔ为根节点 ０，将其添加到 Φ；ｚｂｅｓｔ为

目标最优解，ｚｂｅｓｔ← ＋∞。

步骤２　预处理：根据 ３．１部分的预处理，删

除图 Ｇ中冗余的弧，从而减少求解规模。

步骤３　求解松弛的线性规划模型，包含约束

（４４），（２）～（１３），（１６），（１８）～（２３），（２６）～

（４３），和０ｘｉｊ１，ｉ，ｊ∈Ｎ，１ｖｙｎ，ｙ∈Ｐ∪Ｄ

得到解 ｚｔ。

步骤４　若 ｚｔ 为不可行解，则令 Φ←Φ＼｛ｔ｝，

转至步骤７。

步骤５　若 ｚｔ 为整数可行解，且 ｚ

ｔ ＜ｚｂｅｓｔ，则

令 ｚｂｅｓｔ＝ｚ

ｔ，Φ←Φ＼｛ｔ｝转至步骤７。

步骤６　若 ｚｔ 为小数可行解，当前活跃节点 ｔ

为根节点时，分别执行３．２部分的分离算法确定违

反的不等式；当前活跃节点 ｔ为子节点时，执行容

量不等式和优先不等式的分离算法寻找违反的不

等式。如果存在违反的不等式，则将它们添加到模

型中，重新求解，返回步骤 ４；如果不存在违反的不

等式，则转至步骤８。

步骤７　节点选择：若 Φ是空集，则算法停止；

若 Φ不是空集，则根据下界优先策略选择一个节

点 ｔ进行求解，令 Φ←Φ＼｛ｔ｝，并转到步骤４。

步骤８　分支：从｛ｘｉｊ｜ｉ，ｊ∈Ｎ｝中选取一个对

应的解是小数解的变量进行分支，生成两个子节

点，并添加到 Φ。

４　数值实验

４．１　算例构造
根据某平台的订单数据，提取预约模式下某时

段内的订单数据。利用百度拾取坐标系统，计算任
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意两个节点之间的距离。在此基础上构造 ５组不
同订单规模的算例进行测试｛１０，２０，３０，４０，５０｝，
每种规模随机生成５个算例，共２５个算例，各项实
验参数如下：车辆装载能力 Ｑ＝７；车辆最长工作时
间 Ｔ＝６０；单位配送成本 ｃ＝０．２；单位时间延迟成
本 Ｃ＝０．２；任意两节点间的行驶时间 ｔｉｊ＝ｄｉｊ／ｓｐｅｅｄ
（ｓｐｅｅｄ＝２１ｋｍ／ｈ）；客户节点的时间窗长度 Ｗ＝２５；
对每个订单（ｉ，ｎ＋ｉ），对应的需求量 ｑｉ～Ｕ［１，７］，
ｑｎ＋ｉ＝－ｑｉ，ｒｉ～Ｕ［５，１０］，ＥＴｎ＋ｉ＝ｒｉ＋ｔｉ，ｎ＋ｉ，ＬＴｎ＋ｉ＝
ＥＴｎ＋ｉ＋Ｗ；ＥＬＴｎ＋ｉ＝ＬＴｎ＋ｉ＋５，ｑｉ～Ｕ［１，７］。
４．２　有效不等式性能分析

为分析提出的有效不等式对模型的改进效果，

考虑在搜索树的根节点处添加不同的有效不等式，

并比较它们对下界的影响。表 １表示不同的不等
式添加策略下的下界值。第 １列为算例名称（例

如１０＿１，１０个节点规模下第 １个算例）；第 ２列为
只求解模型得到的下界值；Ｐｒｅｃｅ、Ｓｕｂｔｏｕｒ、Ｃａｐ分别
表示优先顺序不等式，加强子回路移除不等式和车

容量不等式。第３～８列是在搜索树的根节点处添
加对应的不等式的下界值。

结果表明，对于 ８种处理方式下的平均下界，
在搜索树的根节点处，相比于只求解模型，７种处
理方式均能不同程度的提高搜索树根节点的下界；

同时考虑 ３种有效不等式具有最好的平均下界。
此外，相比于优先顺序不等式和加强子回路不等

式，车容量不等式的效果最好；在搜索树的根节点

处，相比于考虑一种不等式或两种不等式的添加策

略，同时考虑三种不等式是最好的不等式添加策

略。因此，在改进分支切割算法中，将同时考虑三

种不等式作为添加策略。

表 １　有效不等式的结果比较

算例 Ｍｏｄｅｌ Ｐｒｅｃｅ Ｓｕｂｔｏｕｒ Ｃａｐ Ｐｒｅｃｅ＋ＳｕｂｔｏｕｒＰｒｅｃｅ＋Ｃａｐ Ｓｕｂｔｏｕｒ＋Ｃａｐ Ｐｒｅｃｅ＋Ｓｕｂｔｏｕｒ＋Ｃａｐ

１０＿１ １４．６ １５．０４ １４．８９ １４．６７ １４．８９ １５．０８ １４．９５ １５．０８

２０＿１ ２０．４８ ２１．１３ ２１．１６ ２２．２ ２１．２２ ２２．２５ ２２．３４ ２２．４５

３０＿１ ４５．０７ ４５．１４ ４５．１１ ４６．６６ ４５．１９ ４６．８５ ４６．６８ ４６．６７

４０＿１ ６７．１１ ６７．３ ６７．１１ ６７．７５ ６７．２５ ６７．８６ ６７．７４ ６７．９１

５０＿１ １０４．１８ １０４．２５ １０４．２６ １０４．２６ １０４．２８ １０４．３ １０４．２７ １０４．３２

平均值 ５０．２９ ５０．５７ ５０．５ ５１．１２ ５０．５７ ５１．２７ ５１．２ ５１．２９

４．３　改进分支切割算法与 ＣＰＬＥＸ默认的分支切
割算法的比较

　　为验证改进分支切割算法的效果，将其与
ＣＰＬＥＸ默认的分支切割算法进行比较。表 ２表示
时间限制为１ｈ下两种算法求解的结果。其中第 １
列与表１中的第一列有相同的含义。统计两种算
法下每个算例的下界，运行时间，Ｇａｐ。Ｇａｐ＝
１００％（第５列值第 ３列值）／第 ３列值，“”表示
该算例求得最优解。

由表２可知，（１）对于两种算法获得最优解的
个数，２５个算例中，改进分支切割算法能够获得
２５个算例的最优解；ＣＰＬＥＸ默认的分支切割算法
只能够获得 ６个算例的最优解。（２）对于两种算

法在１ｈ的运行时间内获得的平均下界，改进分支
切割算法的平均下界为５０．９４，ＣＰＬＥＸ默认的分支
切割算法的平均下界为 ３８．０８，故相比于 ＣＰＬＥＸ
默认的分支切割算法，改进分支切割算法使平均下

界提高３３．８％。（３）对于不同规模的算例，两种算
法对规模为１０，２０，３０，４０，５０的算例，改进分支切
割算法分别求得 ５，５，５，５，５个算例的最优解；
ＣＰＬＥＸ默认的分支切割算法分别求得 ５，１，０，０，０
个最优解。综上，算例规模较小时，改进分支切割

算法求解时间短，有实用性；随着规模的增加改进

分支切割算法可以在较短时间内求得最优解；并可

代替 ＣＰＬＥＸ，提供更好的下界，评估相关问题的启
发方法的性能。

表 ２　改进分支切割算法与 ＣＰＬＥＸ默认分支切割算法的结果比较

算例 车辆数
ＣＰＬＥＸ默认分支切割算法

下界 时间（秒）

改进分支切割算法

下界 时间（秒） ｃｕｔｓ数

下界

Ｇａｐ（％）

１０＿１ ２ １５．０８ ５．７ １５．０８ １ ３７ ０

１０＿２ ２ １２．３７ １５．６ １２．３７ １ ３８ ０

１０＿３ ２ ８．０６ １６ ８．０６ １ １６ ０

１０＿４ ２ １０．２３ １７ １０．２３ １ ３３ ０

１０＿５ ２ ９．４１ １７ ９．４１ １ ５８ ０
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２０＿１ ２ ２２．５９ ７６４ ２２．５９ １５ ２１３ ０

２０＿２ ２ １７．２９ ３６００ １９．３８ １２０３ ３１７ １２．０９

２０＿３ ２ １２．７２ ３６００ １４．３９ ３１ ３８９ １３．１３

２０＿４ ２ １９．４７ ３６００ ２０．０７ １４５ ２４３ ３．０８

２０＿５ ２ １８．６４ ３６００ ２１．６５ ６１８ ３２３ １６．１５

３０＿１ ３ ４０．６ ３６００ ４７．７６ １８４ ４８３ １７．６４

３０＿２ ３ ３０．３４ ３６００ ４２．０２ ９２４ ３９９ ３８．５

３０＿３ ３ ３３．５１ ３６００ ４０．８７ １００５ ３０２ ２１．９６

３０＿４ ３ ３８．２１ ３６００ ４５．４３ ６ ２３４ １８．９

３０＿５ ３ ３８．４８ ３６００ ４８．５２ ４７９ ２８９ ２６．０９

４０＿１ ５ ５５．１３ ３６００ ６８．９１ １１０５ ４１０ ２５

４０＿２ ５ ４５．１９ ３６００ ７１．７３ １８００ ３１１ ５８．７３

４０＿３ ５ ４６．１７ ３６００ ７４．４７ ２１５２ ３１５ ６１．３

４０＿４ ５ ６０．１４ ３６００ ７０．１８ ２２１３ １７６ １６．６９

４０＿５ ５ ４９．６３ ３６００ ６５．０４ ３９６３ ４８９ ３１．０５

５０＿１ ８ ６３．５８ ３６００ １０４．５８ １６８４ ３７８ ６４．４９

５０＿２ ８ ７１．４４ ３６００ １０６．４７ ７２００ ５２０ ４９．０３

５０＿３ ８ ８０．９９ ３６００ １１４．７１ ６８ ２１２ ４１．６３

５０＿４ ８ ８３．３８ ３６００ １１９．１１ １７ ４５９ ４２．８５

５０＿５ ８ ６９．３４ ３６００ １００．４９ ７２００ ４２７ ４４．９２

Ａｖｇ． ３８．０８ ２７７０ ５０．９４ １２８０ ２４．１３

４．４　参数对成本的影响分析
为分析车辆数，车辆装载能力不同水平对成本

是否有影响，针对单个算例 ３０＿１，考虑车辆数三种

水平（ｎｖ＝３，４，５），车辆装载能力四种水平（Ｑ＝７，
８，９，１０），构造 １２个算例。对所有算例，采用改进
分支切割算法，求得最优解，结果如下图所示。

图 １　不同车辆数下平均成本折线图
　　　　　　　

图 ２　不同装载能力下平均成本折线图

图 ３　车载能力与车辆数交互作用下成本折线图

　　结果表明，（１）对于不同车辆数下的成本，则
有成本随着车辆数的增多而增大（图 １所示）；（２）
对于不同车载能力下的成本，则有成本随着车辆装

载能力的增大而减少（图 ２所示）（３）对于车辆装
载能力与车辆数交互作用下的成本，在不同的车辆

数水平中，各个车辆装载能力下的成本按照相同的

规律变动，则有车辆装载能力和车辆数不存在交互

作用（图 ３所示）。综上所述，车辆数和车辆装载
能力不仅对成本有显著影响，而且车辆数越少，车

辆装载能力越大，成本越少。

５　结论

本文研究了考虑订单取件时间和柔性时间窗

的取送货车辆路径问题，并使配送成本和超时惩罚

成本之和最小。首先，提出混合整数线性模型；根

据该问题的特性，提出四种有效不等式；设计改进

的分支切割算法。其次，通过数值算例，比较每种

有效不等式的有效性，结果显示每种不等式能够不
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同程度的提高模型下界；最后，在有限的运行时间

内，与 ＣＰＬＥＸ的分支切割策略相比，验证算法的有
效性。本文不仅可以丰富车辆路径问题文献，还为

评价城市物流平台设计的启发调度算法性能提供

参考。此外，适当的减少车辆数，适当的增加车辆

装载能力，可有效的降低成本。

本文考虑了有确定性因素的带时间窗的取送

货问题，而随着订单的需求个性化的不断增加，未

来研究可以考虑订单分配和路径规划中的不确定

因素。
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